Pole elektryczne — stan przestrzeni
otaczajgcej tadunki elektryczne lub
zmienne pole magnetyczne. W polu
elektrycznym na tadunek elektryczny

dziata sita elektrostatyczna.
Koncepcje pola elektrycznego

wprowadzit Michael Faraday (w potowie
XIX wieku) jako opis oddziatywania

tadunkow elektrycznych.

Michael Faraday (ur. 22 wrzesnia 1791, zm. 25
sierpnia 1867) — fizyk i chemik angielski, jeden
z najwybitniejszych uczonych XIX w.,
eksperymentator, samouk.



W fizyce pole to przestrzenny rozktad pewnej wielkosci fizyczne;.
Inaczej mowigc — w przestrzeni okreslone jest pewne pole, jezeli
kazdemu punktowi przestrzeni przypisano pewng wielkosc.

Matematycznie pole jest po prostu funkcjg, ktora kazdemu
punktowi przestrzeni przypisuje dang wielkosc.
W zaleznosci od charakteru tej wielkosci méwimy o polach:

pole skalarne — gdy kazdemu punktowi przestrzeni przypisana
jest pewna wielkosc¢ skalarna (skalar). Przyktadem jest tu pole

temperatury lub cisnienia.

pole wektorowe — gdy kazdemu punktowi przestrzeni przypisany
jest pewien wektor. Przyktadem jest pole ciezkosci lub pole

magnetyczne.



Obraz medyczny powstaje w wyniku oddziatywania organizmu
(lub jego czesci) z okreslonym polem fizycznym.

Obraz jest utworzony przez przetwarzanie danych opisujgcych to
oddziatywanie.



- F=a-q-E

Dla sity wyrazonej w niutonach i tadunku ? E
okreslonego w kulombach: e q £

30



qF/

Praca wykonana przy przesunieciu
tadunku g w polu elektrycznym:

W W = IPdS

W:qIE-dS:q-U
Usz-ds



qF/

3 Usz-ds

U — napiecie elektryczne (réznica potencjatow elektrycznych).






qF/

Praca wykonana przy przesunieciu
tadunku g w polu elektrycznym:

04 W= [F-ds

Praca wykonana przy przesunieciu tadunku g w polu
elektrycznym po dowolnym torze zamknietym:

Wzojﬁ-dszo



Poniewaz:



da

x Strumien elektryczny w prézni na powierzchni da:

E-da
<j.E-dHOCQ

Po dobraniu odpowiedniego wspotczynnika:

soﬂ‘E-da:Q



da

\ SO@J.E-dHZQ

W uktadzie jednostek SI:

£, =8.855-10"
V-m

Strumien elektryczny na dowolnej powierzchni
zamknietej jest rowny catkowitemu tadunkowi
elektrycznemu zamknietemu wewnatrz tej
powierzchni.




W nieprzewodzgcym osrodku materialnym:

\ £ €, @J. E-da=0Q
¢, — wzgledna przenikalnosc elektryczna osrodka.
eg,E=¢-E=D

D — wektor gestosci strumienia elektrycznego w osrodku (wektor
indukcji elektrycznej).wzgledna przenikalnosc elektryczna osrodka.

p1 C V_C

V- mm m




Wartosci wzglednej Substancja £

r

przenikalnosci préznia 1

elektrycznej wybranych powietrze 1,00054

dielektrykow: el e
polietylen 2,25
polistyren 2,4-2,7
dwusiarczek wegla 2,6
|6d 100
papier 3,5
krzemionka 3,7
beton 4,5
guma 7
diament 5,5-10
sol kuchenna 3-15
grafit 10-15
krzem 11,68

alkohol metylowy 30
woda 81



W nieprzewodzgcym osrodku materialnym:

Strumien elektryczny na dowolnej powierzchni
zamknietej jest rowny catkowitemu tadunkowi
elektrycznemu zamknietemu wewnatrz tej
powierzchni.



Operacje matematyczne na polach fizycznych

Operator — funkcja matematyczna, ktorej
argumentem jest inna funkcja. Operatory moga
dziatacC na funkcji jednej jak i wielu zmiennych, moga
by¢ operatorami funkcji skalarnych, wektorowych i
tensorowych.

Operator rézniczkowania funkcji jednej zmiennej:

r_d

dx



e

dx

f€ >x° Tf € X 2x

f € XsinX+cosx
Tf € X Ccosx —sinx



Operacje matematyczne na polach fizycznych

lloczyn skalarny wektorow (tzw. lloczyn ,,z kropka”)




Operacje matematyczne na polach fizycznych

Praca mechaniczna sity F na drodze ds jest iloczynem
skalarnym tych wektorow:

F.-ds=W =F -ds - cos



Wzojﬁ-dszo @IE-dszo

Omawiane poprzednio catki po konturach dotyczg
catkowania iloczynow skalarnych.



Operacje matematyczne na polach fizycznych

lloczyn wektorowy wektorow (tzw. lloczyn
,Z krzyzykiem”)

axb
‘&XE‘ = |&|~‘E‘-sin9 5 b
6
bxa %

=-aXb



Operacje matematyczne na polach fizycznych

lloczyn wektorowy w fizyce uzywany jest do opisu
wszelkich zjawisk zwigzanych z rotacjg, np. ruchu
obrotowego.

Angular Velocity

=]
1
<d
X
ooyl

Vign = I *®
(® 1n rad/sec)



Operaéje matematyczne na polach fizycznych
Operator nabla:

Nabla — symbol . Nazwa
pochodzi od greckiego wyrazu
okreslajgcego hebrajska harfe o
podobnym ksztatcie. Podobne
wyrazy istniejg takze w
aramejskim i hebrajskim. Symbo
zostat uzyty po raz pierwszy i /
przez Williama Rowana | /
Hamiltona w postaci poziomego /
klinu: . b/

Harps, p. 984.



Operacje matematyczne na polach fizycznych

Operator nabla:




Operacje matematyczne na polach fizycznych
Gradient funkcji skalarnej (grad):

Gradient — w analizie matematycznej, a doktadniej
rachunku wektorowym, pole wektorowe wskazujgce
w danym punkcie kierunek najszybszego wzrostu
danego pola skalarnego, a jego modut (dtugosc) jest
rowny szybkosci wzrostu.

e _(699,@@0,640)
et B g sz

dp .0 0@
0x yay 0z

gradp = Ve = x



Operacje matematyczne na polach fizycznych

Gradient funkcji skalarnej (grad):

Przyktadem moze byc pokédj, w ktorym temperatura
opisana jest polem skalarnym T. Tak wiec w kazdym
punkcie (x,y,z) temperatura wynosi T(x,y,z)
(zaktadamy, ze nie zmienia sie ona w czasie). Wowczas
w kazdym punkcie pokoju gradient T w tym punkcie
pokazuje kierunek (wraz ze zwrotem), w ktoérym
temperatura rosnie najszybciej. Modut gradientu
wskazuje jak szybko rosnie temperatura w tym
kierunku.



Operacje matematyczne na polach fizycznych

Gradient funkcji skalarnej (grad):

2 | | | - 1 |
LT
WL ]
05} 5oL
D- : : i
_05sf N
4t . .
-15f ]
D ! ' ' : '




Operacje matematyczne na polach fizycznych

Gradient funkcji skalarnej (grad):

~_9p

Gradient funkcji f(x,y) = —(cos’x + cos?y)?
przedstawiony jako pole wektorowe na dolnej
ptaszczyznie.



Operacje matematyczne na polach fizycznych

Gradient funkcji skalarnej (grad):

Napiecie elektryczne: U = IE ; dg

Potencjat elektryczny: (p = E : dg

Natezenie pola elektrycznego:

—

E=—-Vgp






Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego

Gradient pola skalarnego jest funkcjg, ktora opisuje
okreslone zmiany wartosci liczb (skalarow) zwigzanych
z tym polem. Podobnie, w odniesieniu do pol
wektorowych mozna tworzy¢ uzyteczne funkcje
opisujace stopien zmian tych pol w przestrzeni. Jedna
Z najczesciej stosowanych jest dywergencja czyli
rozbieznosc pola wektorowego:

N0 e gL e dass S0
div A = Ix +W+ 3,




Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego

Fss sy Bt U
div A = Y +W+ 3,

Dywergencja kazdemu punktowi pola wektorowego
przyporzadkowuje liczbe (skalar) opisujgcy ilosciowo
roznice miedzy strumieniem wektorow
,wychodzgcych” z tego punktu i ,wchodzgcych” do
niego.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego
Np., rozpatrzmy pole wektorowe wektora predkosci
ptynacej, niescisliwej strugi cieczy:

OV e gy

dwv—a+w+ 3,

Jezeli dla pewnego punktu P, v,z te] cieczy jest
prawdziwa nierownosc:

div v(Px,y,Z); >0

oznacza to, ze w punkcie P jest zrodto (doptyw) tej
cieczy (wiecej cieczy wyptywa z punktu P, niz do niego
wptywa).



Dywergencja (rozbieznosc pola) wektorowego

Podobnie nierownosc:

div v(Px,y,Z)> <0

oznhacza, ze W punkcie P musi sie znajdowac ujscie
,sciek”) tej cieczy (wiecej cieczy wptywa do punktu P,
niz z niego wyptywa).



Dywergencja (rozbieznosc pola) wektorowego

Stad oczywisty wniosek: jezeli

e
r

div v(Py,,,) =0

to w punkcie P nie ma ani zrodta, ani ujscia tej cieczy.
Sformutowanie to nazywamy prawem ciggtosci
przeptywu cieczy idealnej (nielepkiej, niescisliwej).



Dywergencja (rozbieznosc pola) wektorowego

Pamietajgc o definicji operatora nabla:

V_(@_@_@)
- \0x’' 0y’ 0z
TR e
0x y@y Zaz

lub:

et

Mozemy tatwo zauwazyc, ze dywergencja pola
wektorowego moze byc¢ przedstawiona, jako wynik
dziatania na to pole tego operatora.



Dywergencja (rozbieznosc pola) wektorowego
Mozemy wiec zapisac:
dA= 04 <04,

divA=V A = | |
28 0x 0y 0z

Zapamietajmy: dywergencja jest funkcjg pola
wektorowego, tworzy jg iloczyn skalarny tego pola z
operatorem nabla a wynikiem tego dziatania jest pole
skalarne opisujgce wydajnosé punktowych zrédet/ujsé
pola wektorowego.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Wyobrazmy sobie ciecz doskonaty, ptyngca przez
pewien obszar o objetosci V, ograniczony
powierzchnig S:




Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Wyobrazmy sobie ciecz doskonatg, ptynaca przez
pewien obszar o objetosci V, ograniczony |
powierzchnig S:

Jezeli dla wybranej objetosci V obliczymy i zsumujemy
wartosci dywergencji pola predkosci przeptywu cieczy:

[[[o e

Vv



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

[[[e-san

V
to, nieco ,,intuicyjnie”, domyslamy sie, ze obliczylismy
roznice miedzy natezeniem strumienia cieczy
wptywajgcego do tej objetosci i wyptywajgcego z niej.

Te samag roznice mozna znalez¢ (obliczy¢!) w jeszcze
inny sposob.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Te sama roznice mozna znalez¢ (obliczy¢!) w jeszcze
inny sposob.

Mozemy rozpatrywang objetosc otoczy¢ zamknieta
powierzchnig S i zsumowac sktadowe wektorow
predkosci cieczy prostopadte do tej powierzchni we

wszystkich jej punktach:
§ iy

S



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

v-ds
S

Wielkosc opisang powyzszg catkg nazwalismy
strumieniem pola wektorowego na powierzchni S.

Pora na twierdzenie...



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

%ﬁ-d;':fﬂv-ﬁdv

S v

Catka z dywergencji pola wektorowego wyliczona dla
okreslonej objetosci V ma wartosc rowng catce tego
pola obliczonej po powierzchni zamknietej, ktora
ogranicza objetosc V.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Twierdzenie to musi byc prawdziwe dla wszystkich pol
wektorowych — w tym rowniez dla elektrycznego:

fﬁﬁ-d§=fffv-ﬁdv

S 1%

Gdzie D jest wektorem indukcji pola elektrycznego.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Przypomnijmy sobie zapis obserwacji
eksperymentalnych:

%5@5:(3
3

gdzie Q jest wypadkowym tadunkiem elektrycznym
zamknietym wewnatrz powierzchni S.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

%B’-d;:(g
S

Teraz skorzystajmy z nowo poznanego twierdzenia...

fﬁv-ﬁdvz(g

1%



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego,
twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa

Finis coronat opus...
V-D=p
divD =p

gdzie p=Q/V jest objetosciowg gestoscig tadunku
elektrycznego (tadunek na jednostke objetosci).

lub



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego

—
V-D=p
Poznalismy pierwsze z czterech rownanie Maxwella.

Rownanie to stanowi w istocie zapis dos¢ oczywistego
faktu: zrodtem pol elektrycznych sg tadunki
elektryczne.



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego
Badania eksperymentalne pol magnetycznych
pozwolity na stwierdzenie waznego faktu:

Linie opisujgce te pola s3 zawsze krzywymi
zamknietymi, nie maja nigdy ani poczatku, ani konca.




Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego
Pola magnetyczne opisujemy tzw. Wektorem indukcji
magnetycznej B.

Wyobrazajgc sobie pole, ktorego linie s3 ciggte |
zamkniete mozemy od razu zapisac:

V-B =0

=

div B = 0

lub



Dywergencja (rozbieznos¢ pola) wektorowego

ey

V-B =0

Poznalismy drugie z czterech rownanie Maxwella.

Rownanie to stanowi w istocie zapis wcale nie tak
oczywistego faktu: pole magnetyczne jest
bezzrédtowe — nie istniejg tadunki magnetycznel.






Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego

Rozbieznosc (dywergencja) okresla stopien zmian
natezenia pola w kierunku okreslonym przez to pole i
jest wielkoscig skalarng. W obrebie pola ma ona
wartosci dodatnie, ujemne lub zerowe, lecz nie jest z
nig zwigzane pojecie kierunku. A

o]
div A~ — ?}}
r

N




Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego

>
x >
[ | >
s, J__ffll'l ’ =
T dir A —1
>
>
>
ey
o

Tzw. Bezzrodfowy obszar pola wektorowego



Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego

Wirowosc¢ (rotacja) pola okresla (opisuje?) zmiany
natezenia pola wektorowego w kierunku
prostopadtym do tego pola.

3 0E _(ﬂ}lz 0A, 2 _(ﬂ}l_{ ﬂ}lz‘) o (ﬂ}l}, dA.,
Sl dy dz I\ 5z x> dx dy

5 LY

rot A=V xA



Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego

ey
div A~ —
a

N ;
v\"y roi. 4 =0

A\

Pole bezwirowe



Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego

»-
7 S
§!< = div A =0
4= =
3 —
e rot A~ — z



Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego
twierdzenie Ostrogradskiego-Stokesa




Rotacja (wirowosc¢ pola) wektorowego
twierdzenie Ostrogradskiego-Stokesa

L e e o
o j{;E-dfzﬂ(?}:Ej-ds

“ Y

Catka z rotacji pola wektorowego wyliczona dla
okreslonej powierzchni S ma wartosc rowng catce
tego pola obliczonej po zamknietym konturze, ktory
ogranicza powierzchnie S (tzw. obieg pola
wektorowego).



Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa:

§ﬁ-d§=ﬂfv-ﬁdv

S v

Twierdzenie Ostrogradskiego-Stokesa:

j{;E-df:ﬂ(?:{E)-dE



Twierdzenia O-G i O-S wigz3 zjawiska zachodz3ace na
wielkg skale ze zjawiskami zachodzgcymi na matg
skale — makroskopowe z mikroskopowymi.

Odpowiednikami zjawisk mikroskopowych sg w tym
wypadku rozbieznosc i rotacja pola wektorowego,
ktore mozna okresli¢ w kazdym jego punkcig




Zjawiskom makroskopowym odpowiadajg: strumien
pola wektorowego (catkowita rozbieznosc) i obieg
tego pola po zamknietej drodze (catkowita rotacja).

Twierdzenia te sg najbardziej
uzyteczne, gdy znamy nature
makroskopowgq jakiegos pola,
a chcemy poznac jego nature
mikroskopowa (w sensie
matematycznym — znamy
tylko pochodne, a chcemy
poznac samo pole).




Dwa twierdzenia (matematyczne) przydatne w opisie
wektorowych pal fizycznych:

rot (grad @) =V X grad ¢ = 0
div (rot A) =V - (VX A) =0

Formalny dowadd tych twierdzen nie jest trudny,
mozliwe jest rowniez intuicyjne zrozumienie ich
tresci...



Gestosc pradu elektrycznego definiuje sie jako:

o
b

- dQy
dt

jest natezeniem ptyngcego pradu ([I]=A), a S —
powierzchnig przeptywu pradu przez obszar o
objetosci V.

gdzie

75



Mozemy zatem zapisac:

A dalej, stosujac twierdzenie O-G
dp
dt

Jest to tzw. rownanie ciggtosci pradu elektrycznego:

dywergencja gestosci pradu jest rowna szybkosci
zmian gestosci tadunku elektrycznego.

V.j=



Prawo Ampere'a

VX Hiz §

Zrodtem pola magnetycznego }W
S ‘:‘:\ ‘ ‘I— ; 4 )'4'1.". .'\!

jest przeptyw tadunku
elektrycznego (oraz, +
oczywiscie, sgsiedztwo ciat
namagnesowanych).

Niestety, takie ujecie definicji

pol magnetycznych w

potgczeniu z prawem

zachowania tadunku =
elektrycznego daje absurdalne

whnioskKi...




Skoro twierdzenie mowi, ze:

div (rot A) =V (VX A4) =0
oraz: 22 o
VXH =]
to mozemy zapisac:

V. (VXH)=V:J=0
Fizycznie rozbieznosc (dywergencja) pradu
elektrycznego oznacza zmiane tadunku elektrycznego
(zrodto lub ujscie). Jak wiec widac, definicja pola
magnetycznego wg Ampere’a wyklucza zmiane

tadunku elektrycznego w dowolnym miejscu
przestrzeni.



W celu usuniecia tego paradoksu J.C. Maxwell
zaproponowat rozszerzenie wzoru Ampere’a:

Bl A (DA 0F
VXH =] @t:] EE

W ten sposob powstato trzecie z rownan I\/Iaxwell a.

Przeptywajacy prad oraz zmlany pala

elektrycznego sa zrodiem poia magnﬂ”' YG ego.




Hipoteza Maxwell’a zaktadajgca generowanie pola
magnetycznego przez tzw. prad przesuniecia — np. w
osrodku dielektrycznym, pozbawionym tadunku
elektrycznego:

vxﬁ—aﬁ
gt

Maxwell probowat nadac prgdowi przesuniecia sens

rzeczywistego ruchu tadunkow — dzisiaj wiemy, ze tak
jednak nie jest. Prad przesuniecia to po prostu miara
szybkosci zmian pola elektrycznego.



W 1831 roku Michat Faraday odkryt
zjawisko indukcji elektromagnetyczne;.
Byto to jedno z najbardziej przetomowych
dokonan w historii ludzkosci — mozliwosc

.
....



Prad wirowy (zwany rowniez pradem Foucaulta od nazwiska
odkrywcy J. Foucaulta) jest to prad indukcyjny, ktory pojawia sie w
substancji przewodzacej prad (przewodniku) znajdujgcej sie w
zmiennym polu magnetycznym lub poruszajgcej sie wzgledem
zrodfa statego pola magnetycznego.

As the metal
plate moves
through the
magnetic field
region, eddy
currents are
induced




Odkrycie Faradaya i wyniki eksperymentow Foucault’a
Zostaty przez Maxwell’a zamkniete w ostatnie, czwarte
rownanie:

VXE = 0B
S

Zmienne pole magnetyczne jest zrodtem
wirowego pola elektrycznego.



v 5 3 prawo Gaussa dla | Zrédtem pola elektrycznego sa
e = P elektrycznosci tadunki
. §’ -0 prawo Gaussa dla | Pole magnetyczne jest bezirodtowe
magnetyzmu
g | rozszerzone prawo Przeptywajacy prad oraz zmienne
VX H= f 18 Ampere'a pole elektryczne wytwarzajg
at wirowe pole magnetyczne
o @E Zmienne w czasie pole
V X E = —— | prawo Faradaya magnetyczne wytwarza pole
ot elektryczne




